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Kompleksinio kintamojo funkcijy teoryja

. Kompleksiniy skai¢iy aibés. Kompleksinio kintamojo funkcija. Riba.
ISvestin¢. Analizinés funkcijos. KoSi ir Rymano salygos. Laplaso lygtis.
Harmoninés funkcijos.

. Laipsnin¢ funkcija. Rodyklin¢e funkcija. Trigonometrinés ir hiperbolinés
funkcijos. Logaritminé funkcija. Apibendrintoji laipsniné funkcija.

. Integralo apibrézimas, savybés, skaiCiavimas, ivertinimas. KoSi
integraliné teorema. KoSi teorema daugiajungei sriCiai. KoSi integraliné
formulé. Analiziniy funkcijuy aukstesniyjy eiliy 1Svestines. KoSi1 nelygybe.
Liuvilio teorema. Moreros teorema.

. Kompleksiniy skai¢iy sekos 1r eilutes. Konvergavimo pozymiai.
Laipsnings eilutes. Teiloro ir Makloreno eilutés.

. Analizinés funkcijos nuliai. Lorano eiluté. Ypatingieji taskai. Rezidiumai
ir jy taikymas.
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Furjé eilutés ir Furjé€ integralai

1. Trigonometriné¢ Furjé eiluté. Funkciju su periodu 2L Furje
eilutés. Lyginiy 1r nelyginiy funkcijy Furjée eilutes.

2. Funkcijy 1SreiSkimas Furjé eilute atkarpoje [0, L]. Furje
eilutés kompleksiné forma.

3. Furj¢ integralas. Kompleksin¢ Furjé integralo forma. Furjé
transformacija.



Furjé eilutes ir Furjé integralai. Literatiira

E. Bajortinas, N. JanuSauskaite, V. Véteris. Furje eilutes, K.,
1988
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Operacinis skaiCiavimas

1. Laplaso transformacija. TiesiSkumo teorema. PanaSumo
teorema. Postiimio teorema. Vélavimo teorema. Egzistavimo
ir vienaties teorema. ISvestin€s ir integralo transformacijos.
Laplaso transformacijos diferencijavimas ir integravimas.

2. Sasuka. Sasukos Laplaso transformacija. Diuamelio formulé.
AtvirksStine Laplaso transformacija. AtvirksStines
transformacijos skaiCiavimas.

3. Laplaso transformacijos taikymai. Integralinés lygtys.
Tiersninés diferencialinés lygtys su pastoviais koeficinetais.
Tiesiniy diferencialiniy lygCiy sistemos.



Operacinis skaiClavimas. Literatira
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Lauko teorijos elementai

. Skaliarinis laukas. Vektorinis laukas. Gradientas. Kryptiné
i1Svestine. Potencialai..

. Divergencija. Rotorius. Kreiviniai integralai. Gryno teorema.
PavirSinial integralai. Gauso-Ostrogradskio teorema.

. Lauko teor1jos tatkymai. Stokso teorema.
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Vertinimo tvarka

B 1 kolokviumas
M 2 kolokviumas

Papildomi balai
B Egzaminas
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Papildomi balai

N\

B Savarankiski darbai
M Namy darbai

O Aktyvumas

M Teisingi atsakymai
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Kompleksinio skaiiaus apibréZimas
* Tarkime, A — aib¢, kurioje apibrézta algebrine operacija o.

Ya,bed: aob=ce A.

* Siuo atveju sakoma, kad aibé A4 yra uzdara operacijos o atzvilgiu.

P R e
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Kompleksinio skaiiaus apibrézimas

* Realiyjy skaiCiy aibéje negalima iStraukti lyginio laipsnio Saknies
1S neigiamo skaiciaus. Pvz.,

—2¢R

* Arba, kas yra tas pats, negalima iSspresti lygty
Z24+2=0
(1)

* Realiyy skaiciy aibe R galima praplésti 1ki kompleksiniy skaiiy
aibes C, kur1 yra uzdara visy keturiy aritmetiniy veiksmy atzvilgiu
ir kurioje galima iSspresti (1) lygti.
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Kompleksinio skaiiaus apibrézimas
* Pazymeéekime C realiyjy skaiiy pory aibg:

C={la, b:a€R, beR]

* Sioje aibéje sudétis ir daugyba apibréZiami taip:
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d),
(a,b) (c,d)=(ac—>bd, ad + bc).

* Aib¢ C elementai vadinami kompleksiniais skaiciais.
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Kompleksinio skaiiaus apibrézimas

* Bet kurio kompleksinio skai¢iaus (x,y) prieSingasis skaiCius
(-x, -y) apibréziamas taip:

(x, y) +(=x, =y)=(0,0).

* Skaicius (0,0) vadinamas kompleksiniu nuliu.

* Bet kurio nenulinio kompleksinio skaiiaus (x,y) atvirkstinis
kompleksinis skai¢ius (x,)" apibréziamas taip:

(x, y)-(x, )" =(1,0).
IS Siy apibrézimy gauname kompleksiniy skaiCiy atimties ir

dalybos formules.

16



Kompleksinio skaiiaus apibrézimas
* Kompleksiniy skaiCiy atimties formulé:

(a,b)—(c,d)=(a,b)+(—c,—d)=(a—c,b—4d).

* Kompleksiniy skaiciy dalybos formulé:

_ bd bc—ad
a,b):c,d)=1(a, b)-(c, d e A , :
(@, b)i (e, d)=la,b)- (e, d) =250, D=t

* Kodel taip?
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Kompleksinio skaiiaus apibrézimas
* Kas yra (c,d)"' ? Pazymékime (c,d)” = (x,y). Pagal apibrézima,

(¢, d) (x,y)=(1,0) = (cx—dy,cy+dx)=(1,0).

* Gauname tiesiniy lygciy sistema

cx—dy =1 B ¢ = —d
dx +cy =0 +d +d
* Taigi,
_ —d
X, =(c, d b= ¢ , :
bx. p) = ) cc+d C+d
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Kompleksinio skaiiaus apibrézimas
* Turime, kad

C —d
c+d C+dl

(a,b):(c,d)=(a, b) (c,d) =(a,b):

* Pritaik¢ kompleksiniy skai¢iy daugybos apibrézima

(a,b)-(p.q)=(ap—bg,aq+bp),
gauname,
ac+ bd bc—ad

a,b):(c,d)= ,
( )i ) ¢’ +d’° o +d°

* Matome, kad kompleksiniy skaiCiy aibé yra uzdara keturiy
aritmetiniy veiksmy atzvilgiu.
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Kompleksinio skaiiaus apibrézimas

* ISnagrin¢kime aritmetiniy veiksmy iSvestas formules, tuo atveju,
ka1 kompleksinio skaiCiaus antroji komponenté yra lygi nuliui.
Turime

(a,0)*x(c,0)=(axc, 0),

(@, 0)-(c,0)=(ac, 0),

(a,0):(c,0)= (ﬁ, o).

C

* Matome, kad skaiciy (x,0) aibé sutampa su realiyjy skaiciy aibe.
Taigi R <C 1r (1,0) =1 yra realusis vienetas .
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Kompleksiniy skaiiy sekos

 Tarkime, kad {z } - kompleksiniy skaiciy seka. Skaicius z, vadinamas k.s. sekos riba,

jei bet kokiam & > 0 egzistuoja N toks, kad visi sekos nariai su numeriais n > N,
tenkina nelygybe |z -z | <& RaSoma

limz =z,

n—oo

* Kai riba egzistuoja, sakoma, kad seka konverguoja. PrieSingai - diverguoja.
K. s.seka {z } konverguoja tada ir tik tada, kai konverguoja sekos {Re z }, {Im z }.
* Kompleksiniy skai¢iu seky riboms budingos Sios savybeés:

lim(z, +w, )=lim z, +lim w,

n— o n— o0 n— 0

lmz w =limz limw,

n— oo n— o0 n— oo
limz,
z
lim ===
noeo W liImw,
n—aoo
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Kompleksiniy skaiciy sfera

« Kompleksiniy skaiciy sekos {z } riba vadinama begalybe, kai Sios sekos nariy

moduliy riba yra o, t.y., kai
lim |z, |=00

n—

* Kokia yra Sios lygybés geometriné prasme?

' Z
iy

* Staciakampéje koordinaciy sistemoje (#, v, t) nubrezkime sfera (Rymano sfera),
kurios centras yra taske (0, 0, 2) ir spindulys - 2. Sferos taskas N(0, 0, 1) vadinamas
Siaurés poliumi. Kompleksiné plokstuma (z) sutampa su u0v.
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Kompleksiniy skaiciy sfera

* Tiesés, jungiancios kompleksinés plokstumos taska z su Siaurés poliumi N, ir sferos
sankirtos taskas vadinamas tasko z stereografiniu vaizdu.

* Stereografinio vaizdo z' (i, v, t) koordinates apskai¢iuojamos pagal formules:

2 2
X x +
= e Y o Xty

14X+’ Cl+xt 4y’ 40+

 Zinant stereografinio vaizdo koordinates, taska z randame pagal formules:

* Taigi, kiekviena sferos taska z', iSskyrus Siaurés polj, atitinka baigtinis taskas z.
Todél Rymano sferos Siaurés polis laikomas be galo nutolusio kompleksinés
plokstumos tasko z = © stereografiniu vaizdu.

* Kompleksiniy skaic¢iy aibés C ir tasko z = o« sgjunga C U {«} vadinama iSpléstine
kompleksine plokStuma. Zymima

C=CUx
23



Kompleksinio kintamojo funkcijos sgvoka

* Tarkime, kad kiekvieng aibés [ cC C=CU o taska atitinka vienas, keli, arba be
galo daug kompleksiniy skai¢iy w = f(z). Gali buti ir w = o . Tada sakoma, kad aibéje
D apibréZzta kompleksinio kintamojo z funkcija w = f(z).

* Jei kiekviena z atitinka tik viena reikSmé w, tai funkcija w = f(z) vadinama
vienareikSme.

* Kompleksiniy skaiciy aibé D, kurioje apibrézta funkcija w = f(z) vadinama funkcijos
apibrézimo aibe.

* Funkcijos reikSmiy aibe vadinama aibé

G={w:w=f(z),z€D)
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Kompleksinio kintamojo funkcijos sgvoka

* Pazyméjus z = x + iy ir w = u + iv, galima iSskirti kompleksinio kintamojo funkcijos
realigja dalj ir menamajq dalj:

w=f(z)=f (x+iy)=ulx, y)+iv(x, y),
ulx, y)=R f(z),v(x,y)=3 f (z)

* Taigi, kompleksinio kintamojo funkcija galima apibrézti dviem realiyjy kintamuju x
ir y realiosiomis funkcijomis u(x,y) ir v(x,y).
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Kompleksinio kintamojo funkcijos geometrinis vaizdavimas

—
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. f :_,r’ \\;I |II
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[ { ; | ._."' -
| G
\ > o S
' =
S
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O X 0 u

* Kiekvieng funkcijos apibrézimo aibés D taska z atitinka taskas w = f(z) (vaidas):
funkcija f(z) vaizduoja aibe D i aibe G.

« Tarkime, kad z = z(t), t, <t < t, yra kreive [ srityje D. Tada Sios kreivés taskai
atvaizduojami j srities G kreivés L taskus,

L={w:w=f(z),z€l]



* Laipsnine vadinama funkcija

* Si funkcija yra vienareik$me,

Laipsniné funkcija

w=z",ne€lN
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Kompleksiniy skaiciy eilutés

« Tegu {z,} - kompleksiniy skaiciy seka. Seka {s },

n
Sn = Z Z k>
k=1
vadinama kompleksiniy skaiciy eilutés
o0
Z 2
k=1

daliniy sumu seka.

* Sakoma, kad kompleksiniy skaic¢iy eiluté konverguoja, ir jos suma lygi
kompleksiniam skaiciui S, jei egzistuoja riba

lim S =S

n— oo
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Kompleksiniy skaiciy eilutés

* Eiluté konverguoja tik tada, kai konverguoja realijy skaiciy eilutes
Y Rz => x Y [z=>y.
n=1 n=1 n=1 n=I

* Tarkime, kad konverguoja realiyjy skaiciy eiluté

o0

2.1z,

n=1
Pastebeje, kad |x |<|z | ir |y |<|z |, gauname, kad eilutés Y |x | ir ) |z |
absoliuciai konverguoja. Tada konverguoja ir eiluté ) z ir sakoma, kad ji konverguoja
absoliuciai.

« Tarkime, kad {c } yra kompleksiniy skai¢iy seka. Tada laipsniné eilute Z C,Z "
n=0

konverguoja absoliuciai skritulyje |z|< R. Sio skritulio spindulj R galima rasti, eilutei

o0

Z C H taikant Dalambero arba Kosi konvergavimo pozymius.

n=0 29



Trigonometrinés ir hiperbolinés funkcijos

cosz=i (=1)°z" s1nz=i (1=
n=0 (2n)! ~ n=1 (2n—-1)! ~
00 Zzn . h Z‘Ol Z2n—1
= S1n —_
cosh z 2 on)1 z 2 on—1)]

30



Logaritminé funkcija
* Apibrézkime funkcija w = Ln z kaip lygties z = e” sprendini.

* Pazyméje w = u+iv, gauname

] / +2mk
Z=euelv=|z|el(argz T ),kEZ

* Todéel,

u=lIn|z|,v=argz+2mk,

w=Lnz=In|z|+i(argz+21k).

* Taigi, Ln z turi be galo daug reiksmiy. Kai k = 0, gauname pagrindine logaritmo
reikSme:

Inz=In|z|+iargz.

* Funkcija In z yra vienareikSmeé. Kaiz=x>0, tailnz =1n x.
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Apibendrintoji laipsniné funkcija
* Apibendrintoji laipsniné funkcija apibréZziama taip:

a alnz

w=z =e ,

¢ia z, a - kompleksiniai skaiciai
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Atvirkstinés funkcijos

* I8spreskime lygti tg w =z. Gausime

1 1+iz
w=—1™_Ln —=Arctg z
21 1 —iz
* Panasiai apibréZiamos kitos kompleksinio kintamojo z daugiareikSmes atvirkstinés
funkcijos, areasinusas, areacosinusas, areakotangentas, it kt.:

Arshz=Ln(z+\z"+1
Arcsinz=—iLn(iz+ l—zz) rshz=Ln(z \/Z )

Archz=Ln (Z+\/22—1)

Arccosz=—iLn(z+\/zz—l)

| Arthz=~ [ n1tZ
—1 iz+1 2 l—z
Arcctgz=——1Ln -
21 iz—1 0 1
z
Arcthz=—1L
rcth z > nZ_1
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Funkcijos tolydumas
 Tarkime, kad {z } - kompleksiniy skaiciy seka ir

lim z =a.

n— o0

 Sudarykime funkcijos w = f(z) reikSmiy seka: w_= f(z ).

* Sakoma, kad funkcija f(z) turi riba A, kai z artéja prie g, jei $i funkcija apibréZta tasko
a aplinkoje ir

limw =4,

n— o0

neatsizvelgiant j seka {z }. Tada rasome

lim £ (z)=A.

zZ—a
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Funkcijos tolydumas

* Tarkime, kad funkcija f(z) apibréZzta taske a ir jo aplinkoje.
* Sakoma, kad $i funkcija yra tolydZioji taske g, jei teisinga lygybeé

lim f(z)=f(a).

—d
* Arba
limu(x,y)=u(a,a,), lim vix,y)=via,.a,).
xX—a, X—a,
y—a, y—a,
Cia

f(z)=u(x, y)+iv(x,y), a=a,tia,

* Kompleksinio kintamojo funkcija f(z) yra tolydi taske a tada ir tik tada, kai Re w = u,
ir Imw = v yra dviejy realijy kintamuyjy tolydziosios tagke (a,, 2,) funkcijos.

* Funkcija f(z) vadinama tolydZigja aibéje D, jei ji yra tolydZioji visose aibés taskuose.

* Visos elementariosios funkcijos yra tolydzios ju apibrézimo srityse.
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Kompléksinio kintamojo funkcijos iSvestiné

* Tarkime, kad kompleksinio kintamojo funkcija f(z) apibréZta tasko z=x+iy
aplinkoje. Pazymeékime argumento z pokyti

Az=Ax+iAy
ir funkcijos pokytj

Af(z)=f(z+Az)=f(2).

 Funkcijos f(z) iSvestiné taske z - tai riba

Froymtim LEFADLE) L AS(2)

Az—0 Az Az—0 Az
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Kompléksinio kintamojo funkcijos iSvestiné

* Funkcija, turinti taske iSvesting, vadinama diferencijuojama tame taske.
Diferencijuojama taske funkcija yra tolydi Siame taske

* Funkcija, diferencijuojama ne tik taske, bet ir jo aplinkoje, vadinama analizine
Siame taSke. Analiziné kiekviename srities taske funkcija vadinama analizine

Sioje srityje.

* Sandauga f'(z)Az vadinama funkcijos diferencialu ir Zzymima df(z). Kai f(z) = z,
f'(z) =1, ir Az = dz. Taigj,

* Pastaba. Galioja visy elementariyjy funkcijy lentelé.
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Kosi ir Rymano salygos

* Tarkime, kad funkcija f(z) = u(x,y)+iv(x,y) yra diferencijuojama taske z = x + iy.
Tada egzistuoja riba

lim L(Z)= lim (u(x+Ax, y+Ay)+ivix+Ax, y+Ay))—(u(x, y)+iv(x,y))

Az—0 AZ Ax—0 A.X"I‘ZA)/
Ay—0

« Kadangi riba egzistuoja, neatsizvelgiant, kaip z — z, galima nagrineti ribg, kai
Ax — 0,0 Ay =0:

lm Af(z)= lim (u(x+Ax, y)+iv(x+Ax, y))—(u(x,y)+iv(x,y)) =8u(x,y) _H,@v(x,y).
Arso Az A x—0 A x ox 0Xx

* Apskaiciuokime ta pacia riba, kai Ay — 0, o Ax = 0:

L AS(E)_ oyt A)biv(, y+A) ulx, p)tiv(e, ) _ov(x.y)  dulx,y)
Az—0 Az Ay—0 lAy ay 8y
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Kosi ir Rymano salygos

* Taigi, i§ funkcijos f(z) diferencijuojamo gaunamos Ko$i ir Rymano salygos:

Ou(x,y) _ovix,y) 0vix,y)__ Oulx,y)

0x oy Ox 0 x

* I§ Kosi-Rymano salygu gaunamos kompleksinio kintamojo funkcijos
diferencijavimo formulés:

Fi(z) = 6u+l,8v _ ﬂ_i@ _ 8u_i8u _ ov .0v

— i,
ox Ox oy Oy ox 0y oy Yox

* Kosi ir Rymano salygos yra butinos ir pakankamos funkcijos diferencijavimo
salygos.
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|ISvestinés modulio geometriné prasmeé

« Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné tasko z, aplinkoje. Per taska z,
nubrézkime glodzigja kreive y. Pazymékime z =x + iy, w=u + iv.

* Funkcija w = f(z) atvaizduoja kreve y ikreive I.

{. 7 }I t M ]

-
a_ll

0 0 .
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|ISvestinés modulio geometriné prasmeé

 Kadangi funkcija f(z) yra analizing, ji turi iSvestine taske z;

A f(z,) —lim f(z)—f(z) .

z - zZ—z,

£ '(z)|=lim

Az—0

* ISvestinés modulis rodo, kaip keiciasi santykis

f(2)=f ()] _Iw—w(

|z—2z - |z—2,

b

vaizduojant vieng kreive j kita. Sis santykis nepriklauso nuo kreivés. Taigi, |f(z)]
yra iStempimo koeficientas taske z,.
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|ISvestinés argumento geometriné prasme

 Tarkime, kad f'(z) #0. Tada

A
arg f'(z,)=arg lim f(ZO)= lim arg A f(z,)— lim arg Az=d—¢.

Az—0 z Az—0 Az—0

 Cia @ - kampas, kurj sudaro kreives I liestiné taske w, su Ou agimi. ¢ -
kampas, kurj sudaro kreivés y liestiné taske z, su Ox asimi:
YA " T

@)

-{} / X 0| 42



|ISvestinés argumento geometriné prasme

» Taigi, arg f '(z,) parodo, kokiu kampu pasisuks kreiveés, vaizduojant jas funkcija f(z).

* Nors kampai ¢ ir @ priklauso nuo kreiviy y ir I, bet $iy kampuy skirtumas @ - ¢ nesikeicia.

« Kampu tarp kreiviy y, ir y, taske z, vadinamas kampas tarp jy liestiniy.

DL = 1

Lo by, 80
| / \\— /
Ve ¥4 N

?j—""'_- i \\VI

i 2y | Wo
e — -
0] x O] @

« Kampas tarp bet kuriy kreiviy y, ir y, vaizduojant jas funkcija f(z) nesikeicia ir lygus

arg f '(z,) # 0.

* Sia savybe turin¢ios funkcijos vadinamas konforminiais atvaizdZiais. Analiziné funkcija
f(z), kuriai f '(z) # 0 srityje D, yra konforminis atvaizdis: kiekviename srities taske kampai tarp
glodziujy kreiviy islieka tie patys.
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Harmoninés funkcijos

* Tarkime, kad funkcija ¢(x,y) turi antrosios eilés tolydzZziasias dalines iSvestines.

* Funkcija vadinama harmonine srityje D, jei ji yra Laplaso lygties sprendinys.

_0¢x,y) Odlx,y)
- ox 0y’ |
y

A

* Bet kurios analizinés funkcijos realioji (arba menamoji) dalis yra harmonineé
funkcija.

* Dvi harmoninés funkcijos, susietos KoSi-Rymano salygomis vadinamos
jungtinémis harmoninémis funkcijomis.

* Bet kuri harmoniné funkcija yra tam tikros analizinés funkcijos realioji arba
menamoji dalis.
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Integralo apibrézimas

* Tarkime, kad srityje D Zinoma dalimis glodZioji orientuota kreivé L, ir kreives
taskuose apibrézta kompleksinio kintamojo funkcija f(z) = u(x,y)+iv(x,y)
 Padalijame kreive Lin daliy:z,=4,2,2, ..,z =D

v
Sy
- 2 I] -------q“'“--. b
A g .
{,.f’f’f Sn
f'r-..zn — b |
|.. f zn--l f
\I‘I.\ I|'I
"'\.x I||'
Y D e /
s j -'..-'J {1
] ‘?uf_ 7 =
= =
0 _ ;1: <] s
|II . =
Txx‘-:':_.]

ir kiekvienoje kreives dalyje (z ,, z) parenkame po viena taska & = 7. +i(; .
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Integralo apibrézimas

* Sudarome integraline suma

Sn=Z f(E)Az,

¢ia

Az=z,—z, =(x+iy,)—(x,_+iy, )=(x,—x, )+i(y,—y, | )=Ax,+iAy,

* Pazymékime
A= max‘A Zj‘= max \/Axiﬂ—A yi.

I<j<n I<j<n

* Baigtiné riba
lim S,=| f(z)dz

)\——)OO L

nepriklausanti nuo tasky ¢ parinkimo ir kreives L padalijimo j dalis bado,
vadinama funkcijos f(z) integralu kreive L.
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Integralo savybés

S = Az —Z( C,)+iv(v,.C, ))(ij+iij)=

* Peré¢je prie ribos A — 0, gauname

f f(z)dz=f u(x,y)dx—v(x, y)dy—l—ifv(x,y)dx—l—u(x,y)dy.

* Arba trumpiau,

f f(z)dz=f udx—vdy+if vdx+udy =f (u+iv)(dx+idy).
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Integralo savybés

[af(z)+bg(z)dz=a | f(z)+b] g(z2)

L

+ JeiL=L+L, tai

ff(z)dz=ff(z)dz+ff(z)dz

L, L,
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Integralo jvertinimo teorema
* Tarkime, kad f(z) - tolydzZioji funkcija kreivés L taskuose. Pazymékime

M =max|f (z)

ze L

)

¢ia I - kreives L ilgis. Tada

* Jei kreivés L pradinis ir galinis taskai sutampa, tai kreive L vadinama uzdaraja
ir integralas tokia kreive Zymimas

$ f(z)dz.

* Jei kreivés apribota sritis lieka i$ kairés pusés, tai kreivés L kryptis laikoma
teigiama.
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Integralo apskaiCiavimas
* Tarkime, kad kreivé L iSreiSkiama parametrinémis lygtimis

L=[z=x+iy,x=o<(t),y=B(t),t0<t<t1 .
* Tada dx = da'(t) dt, dy = p'(t) dt ir gauname

ff(z)dz=f (u(a(t>,B(t))a'(t>—v(o<(t>,ﬁ(t))ﬁ’(t))dtﬂf(v(a(t>,B(t))«x'(t)+u(o<(t),B(t))ﬁ'(t))dt.
« Kaix =t y=y(x),t,=x,t =x, formulé yra tokia:

[ 7(2)dz= ] (o, ()=, » ()9 () deti [ (v (s () Fule, v(x)y'(x) ds

* Pazymeéje dz(t) = (x'(#)+iy'(¢))dt = z'(t)d¢t, formule galime uZrasyti taip:
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Kosi integraliné teorema

* Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné srityje D. UZzdaroji kreivé L i§ D yra
dalimis glodZioji, apriboja vienajunge sriti Q ir jos taskuose f(z) irgi yra analiziné.
Tada funkcijos f(z) integralas uzdaraja kreive L lygus nuliui.

ﬁf(z)dz=

* Jrodymas i$plaukia i§ Grino formulés kreivinéms integralams:

0P
Dy

TR e gﬁ Pdx+Qdy= _” ( ™ )dx dy.
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Kosi teorema daugiajungei sricial

* Tarkime, kad Kosi integralinés teoremos salygose vietoje vienajunges srities Q
nagrinéjama daugiajunge sritis, apribota iSoriniy konttiru L ir vidiniais, vienas
su kitu nesikertanciais kontarais y,, y,, ..., y,. Cian = 2:

]!.'

-._l iy o = L ()

Pastaba 1.]ei srities siena susideda is n komponenciy — nesikertanciy tolydziyjy kreiviy ar pavieniy tasky, tai
tokia sritis vadinama n-junge.

Pastaba 2. Kontirai y; turi neigiamaq kryptj vidiniy sriciy atZvilgiu; o £ - teigiamg.

- Pjuviais 6* pakeiskime sritj L - vienajunge sritimi €, , kurios sieng L, sudaro

kreivés [ (nuo A, iki A), 8,",v,,0,,1, (nuoB,ikiB,),0,", y,, 0, .
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Kosi teorema daugiajungei sricial

« Vienajunggje srityje Q. funkcija f(z) yra analiziné ir
¢ f(z dz—ff dz+ff dz+ff dz+ff )dz+.
L,
+ff dz+ff dz+ff dz+ff
« Jeitaskai A, =B, A =B, tai
ff(z)dz—|—ff(z)dz=
5 5

ir kreivés [, [, ..., sudaro srities konttrg L. Taigi, kai n = 2,

| 7(z dz+ff dz+ff dz+f.f(z)dz=
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Kosi teorema daugiajungei sricial
* Arba, pakeitus kontary krypti,

$ £ (z)dz—$ f(z)dz—$ f(z)dz=0.

* Bendruoju atveju gauname Kosi teorema daugiajungiai sriciai.

* Daugiajunggje srityje Q analizinés funkcijos f(z) integralai kontarams
L, Y, Yy -, Y, tenkina lygybe

@f(z)dz=i S‘S f(z)dz

=1y,

Pastaba. Visu kontury kryptis teigiamos (pries laikrodzio rodykle).
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Integralas su kintamuoju virsutiniu réziu

» Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné srityje D. Du taskus, z, z, i8 D
sujunkime kreivemis %, [,*, kuriy kryptis yra nuo tasko z, iki tasko z,.

Iy i
X | |
'._Z{i A

S

CJ-_.

« Tada kreiveés " ir | *sudaro uzdarg konttrg L ir

$r(2)dz=] f2)dz+ [ f(2)dz=] [ (2)dz= [ f(z)dz=0

ZJZF.

arba
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Integralas su kintamuoju virsutiniu réziu

« Taigi, kai funkcija f(z) yra analizing, jos integralas nepriklauso nuo kreiviy [ 7,
1, parinkimo, o priklauso tik nuo pradinio ir galinio tasky z, ir z,. Pazymékime

=jf(w dw

* Galima jrodyti, kad F(z) yra analiziné ir F'(z) = f(z), t.y. F(z) - funkcijos f(z)
pirmyksté funkcija. Analizinés funkcijos f(z) pirmykstés funkcijos uzrasomos
formule

d(z)=F(z)+C= ff )dw+C.

ir apibréztinj integralg skai¢iuojame pagal Niutono-Leibnico formule:

J‘f )dw=® (z)—P(z,).
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Kosi integraliné formulé
* Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné vienajungéje srityje D. Uzdaroji kreive
L i§ D riboja sritj 2, taskas z 18 € yra vidinis.

f(z)

» Tada funkcija

vra analiziné srityje Q iSskyrus taska Z,-

0
A F
. 1 | (2)
} L
o y /
D |
“‘«. IIII_- I;I' -"'.II r}l(r
1 0 \B,<0/f
| \
O |\ X

« Pazymekime y_apskritimg |z - z,| = r ir parinkime spindulj r > 0 taip, kad
skritulys B = {z: 0 < |z - z,| <r} priklausyty 2. 57



Kosi integraliné formulé

* Tada pagal Kosi formule dvijungei sriciai teisingos lygybés:

Sﬁf dz_gﬁf 7 Sﬁf = f<Z°>dz+f(zo)gﬁ dz

. Z—Z, zZ—2z, Z, L Z—z,

* Funkcija f(z) yra analiziné, todél ji tolydZioji ir

Vex>0 36>0:|f(z)—f(z,)|<e,Vz:|z—2z)|<6.

* Pirma integralq galima jvertinti taip:

56 f2)=f(z) f(2)=1(2)

zZ—z,

€
<MI=—2mtr=21e, M=max
r Zeyr

&
<—
r

* Kadangi ¢ galima parinkti kiek norima maza teigiama skaiciy, integralas yra
lygus 0. Antras integralas, kaip buvo parodyta anksciau, lygus 2. Taigi,

£z 45f ds

27TILS z

58



Analizinés funkcijos aukstesniyjy eiliy isvestinés

* Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné srityje D. UZzdaroji kreive L i§ D riboja
sritj Q, taskas z, i§ Q yra vidinis. Zinodami f(z) reiksmes konttro L taskuose,
galima iSreiksti f '(z) visos srities €2 taSkuose.

* Remdamiesi Kosi integraline formule, turime

flz+Az)—f(z)_ 1 rs)
Az _Zﬂi?(S—Z)(S—Z—AZ)d.

* Taigi, - e £(
f’(z)=lim f( +A ) f( )_ 1 §

Aasr0 Az S 2miY (s—z)

* Bendruoju atveju

55 f

2Trz
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Modulio maksimumo principas

* Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné srityje D. Uzdaroji kreive L i§ D riboja

sriti . Pazymékime M - didZiausig funkcijos modulio reiksme konttro
taskuose:
M =max|f (z)|.
ze L

* Tada bet kuriame kreivés L taske z :

2| = |f (2 < M", neN.

* Funkcija f "(z) yra analiziné srityje D, todél, pagal Kosi integraline formule,

45f

2Tl'lLS z
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Modulio maksimumo principas

* Tegu I - konturo L ilgis ir 6 > 0 - vidinio srities Q tasko z trumpiausias

atstumas iki konttaro L: .
0 =min |S — Z‘ :
seL

* Ivertinkime funkcijos f"(z) modulj :

o) < 21 Ag I, neN.
TT

[
216

* IS ¢ia gauname, kad

R

* Peréje prie ribos n — o, gauname

f(z)] < M = max|f(z).
z€L
* Taigi, analizinés srityje €2 funkcijos modulis igyja savo didziausigja reikSme

srities kontaro L taskuose.
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Liuvilio teorema

* Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné visoje kompleksinéje plokstumoje C.
Tada visiems R > 0 ji yra analiziné skritulyje |z|< R. Tarkime, kad funkcija f(z)
yra apreZta visoje kompleksinéje plokstumoje C:

AM>0: |f(z)|<M, VzeC.

* Tada visiems R > 0 teisingas jvertinimas:

$ SLs)

|s—z|=R (5_2)2

1 (2)| <=

T2

* Kadangi R galima parinkti kiek norima didelj, peréje prie ribos R—co, gauname

£(z)<0 = r(z)=o0.

* Taigi, jei funkcija f(z) yra analiziné visoje kompleksinéje plokstumoje C, tai ji
arba neaprézta, arba lygi konstantai.
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Teiloro eilute

* Teorema. Jei funkcija f(z) yra analiziné tasko z = a aplinkoje, tai $i funkcija
iSreiskiama konverguojancia laipsnine eilute (Teiloro eilute)

0 (n)
o=y L ay

n

* [rodymas. Tarkime, kad apskritimas L riboja sriti Qc{z:|z—a|<r|

* Tada bet kuriame vidiniame € taske z:

f(Z)_ 1 @f(s)ds

21iYy, S—z

be to,

s—z s—al—gq s—a
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Teiloro eilute

* Kadangi s yra srities € kontaro L taskas, o z - vidinis srities taskas, tai

z—al<|s—al=r = |g|<]1.

* Taigi,
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Teiloro eilute

Teiloro eiluté yra vienintele.
Tarkime, egzistuoja kita laipsniné eilute:

f(z)=c,+c,(z—a)+c,(z—a)+..

Gauname, kad

[ ]
pﬁ
D
[

aQ
\p—l.
.
c
f—k
D-
n
»n
c
ﬁ
:
O
&
)
™
»n

o
S

I

* Teiloro eilutés konvergavimo spindulys lygus tasko a atstumui iki
artimiausio z, kuriame f(z) yra néra analiziné. Tokie taskai vadinami
ypatingaisiais.
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Makloreno eilutés

o n!
B 00 (_1)n22n SinZ: oo (_l)n—122n—1
COSZ_Z; (2n)! ,; (2n—-1)!
o0 Zzn . h Z‘Ol Z2n—1
coshz=nZ=:O 2n)7" sin z—n=1 (n—1)/"

1n<1—z>=_f%", n(142)=Y (=12

n=1
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Analizinés funkcijos nuliai
* Taskas z=a vadinamas funkcijos f(z) nuliu, kai f(a) = 0.
e Siuo atveju f(z) Teiloro eiluteé taske a neturi nulinio nario ¢, = f(a) = 0 ir gali
neturéti keliu pirmujy nariy:

f(Z)=Ck<Z_a>k+Ck+1(Z_a)kH

+ ...

* Jei f(z) néra konstanta, tai egzistuoja koeficientas ¢, # 0.

* Taskas z=a vadinamas f(z) k-osios eilés nuliu, kai

"(a)=0 (0<n<k), f"(a)=0.

* Taigi, nulio eilé yra maziausias Teiloro eilutés nenulinio koeficiento
numeris. Kai k =1, nulis vadinamas paprastuoju.

* Kai z=a yra funkcijos f(z) k eilés nulis, ja galima uZrasyti sandauga

f(Z)=(Z_a)k(P<Z)I (P(Z)=Ck+ck+1<Z_a)+ck+2<z_a)2+---

¢ia ¢(z) yra analiziné tasko z=a aplinkoje ir ¢(a) # 0. -



Lorano eilute

* Teorema. Kiekviena analiziné Zziede r < |z - a| < R funkcija f{(z)
isskleidZiama konverguojancia Siame Ziede eilute
C_ C_ - ;
f(z)=c,+c,(z—a)+c,(z—a)+...+——+ : .= > ¢ (z—a)
z—da (Z_a) n=—0o
* [rodymas. Parinkime skaicius r' ir R": r < r' < R' < R ir paZymékime
apskritimus!: |z-a| =+, L: |z-a| =R".

.'I'. A

r’ K



Lorano eilute

* Funkcija f(z) yra analiziné Ziede r' < |z - a| < R', todél, kai z yra Ziedo
vidinis taskas, galima taikyti Kosi integraline formule:

f(z)= 1 ¢f(s)dS— 1 43f<s)ds.

21iYy S—z 21iY, s—z

* Pirmajame integrale |z-a| < |s-a| =R'ir

5[]

| |
S—z S—da,—o\S—a

* Integruodami panariui, gausime

i f(S)dS=i(z7lT°5ﬁ (SJ_[(SZH dS)<Z—a)"o
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Lorano eilute

* Kai |z-a| > |s-a| =r', antrajj integralq galime pertvarkyti panasiai:

1 _ 1 ¢
- -2

n 1

S—Z a—z l— —a a)
zZ—a
* Integruodami panariui, gausime
/(s 1
d = .
21Tz§ﬁ °= o 21Tz§ﬁf (Z—a)"
* Pazyméje
f 1 .
c, 21Tl§ cn—znig;f(s)(s—a) ds, nelN,

70



Lorano eilute

* Gauname

o0 00)
Zzaz Zcza
n=0 n=1

* Si eilute vadinama Lorano eilute, jos pirmoji (+) dalis - reguliarigja
dalimi, jos antroji (-) dalis - pagrindine dalimi.

* Lorano eilutés koeficientus taip pat galima skaic¢iuoti pagal formule

Eﬁ /s ds, ne€e’Z,

27Tl _a)n—i-l

I’l

kur y - kontaras, priklausantis Zieduir < |z -a| <R.

e Jei f(z) analiziné taske z = a, tai Lorano eilutés koeficientai c,n= 0,1, ..
sutampa su Teiloro eilutes koeficientais, o ¢ = 0. Taigi, Siuo atveju Lorano

eiluté neturi pagrindinés dalies ir sutampa su Teiloro eilute. 24



Ypatingieji taskai
« Tagkas z vadinamas f(z) izoliuotuoju ypatinguoju tasku, jeigu f(z) néra

analizine taske z, taciau yra analiziné jo pradurtoje aplinkoje 0 < |z -z [ <7

« Tarkime, kad z yra funkcijos f(z) izoliuotasis ypatingasis taskas. Tada Sio
tasko pradurtoje aplinkoje 0 < [z - z | < r analizing funkcijg f(z) galima

iSskleisti konverguojanciaja Lorano eilute

f(z)=cy+c,(z—a)+e,(z—a)+..+ + ~+ ...
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Ypatingieji taskai

[zoliuotasis ypatingasis taskas z =z vadinamas funkcijos f{(z)

* paSalinamuoju ypatinguoju tasku, jei Lorano eilute neturi pagrindinés
dalies, ty.c . =c =..=0;

* k_eilés poliumi, jei Lorano eilutés pagrindiné dalis turi tik baigtinj nariy
skai¢iyirc, # 0, ¢ wn = Caeny = =0 kai k =1, taskas z = z vadinamas

pirmosios eilés poliumi arba paprastuoju poliumi;

* esmingai ypatinguoju tasku, jei Lorano eilutés pagrindiné dalis turi be
galo daug nariy, t.y.

Vn>0 Jk>n: c_,#0.
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Ypatingieji taskai
« Tarkime, kad z yra funkcijos f(z) pasalinamasis ypatingasis taskas. Tuomet

(i$ Lorano eiluteés) gauname, kad egzistuoja riba

lim £ (z)=c,

z >z,

« Teorema. Jei funkcija f(z) ypatingajame taske z turi baigting riba, tai Sis taskas

yra paSalinamasis ypatingasis taskas.
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Ypatingieji taskai
« Tarkime, kad z, yra funkcijos f(z) k eilés polius. Tuomet (i Lorano eilutés)
gauname

1

(Z_Zo)

f(z)= (colz—zp) +e,(z—2)) T Hote_(z—z,)  +te o (z—z)+ ).

k

* Pazyméje ¢(x) Teiloro eilute Sioje iSraiskoje, gauname, kad

f(z2)=- 2

(Z_Zo)k

« Funkcija @(x) yra analiziné taske z_ ir ¢(z)) = ¢, # 0. I8 ¢ia gauname, kad

lim f(z)=o0,

zZ >z,

t.y. funkcijos modulis |f(z) | neapreZtai didéja, kaiz — z .
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Ypatingieji taskai
* Teisingas ir atvirkstinis teiginys: jei funkcijos modulis |f(z) | neapréztai
didéja, kai z — z, tai z, yra funkcijos polius.

« Jei taskas z yra funkcijos f(z) k eilés polius, tai egzistuoja riba

lim (z—zo)kf(z)=c_k¢0.

z >z,

« Funkcija1/f(z) taske z turi k eilés nulj.

« Tarkime, kad z_ yra funkcijos f(z) esmingai ypatingasis taskas. Tada riba

lim £ (z)

z >z,

neegzistuoja (priesingu atveju - tai buty polius arba pasalinamasis
ypatingasis taskas)
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Ypatingieji taskai
Kriterijus ypatingojo tagko tipui nustatyti yra riba lim f (z)
« Jei riba egzistuoja ir yra baigtine, taskas z yra pasalinamasis ypatingasis
taskas.
« Jeiriba yra begaline, taskas z_ yra polius, kurio eil¢ galima rasti i$ formules
lim (z—z,)" f (z)=c_, #0.

z o2z,

« Jei riba neegzistuoja, taskas z yra esmingai ypatingasis taskas.
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Ypatingasis taskas z = «

* Be galo nutolusio tasko stereografinis vaizdas yra «$iaurés polius» N it jo
aplinka yra |z| >R, t.y. tam tikro skritulio iSoré.

* Pazymékime w = 1/z ir iSskleiskime funkcija ¢(w) = f(1/w) = f(z) tasko w=0
aplinkoje 0 < |w| <r Lorano eilute:

* Tai ir yra funkcijos f(z) Lorano eiluté srityje |1/z| <r arba |z| > R=1/7,
t.y. be galo nutolusio tasko aplinkoje.

* Cia Lorano eiluteés pirmoji dalis vadinama reguliarigja dalimi, o antroji dalis
(turinti teigiamuosius laipsnius) - vadinama pagrindine dalimi. 78



Ypatingasis taskas z = «

* Jei Lorano eiluté neturi pagrindinés dalies, tai taskas z = oo vadinamas
pasalinamuoju ypatinguoju tasku. Gauname

lim f(z)=c,.

— 00

* Jei 8iriba yra lygi nuliui, tai taskas z = co vadinamas funkcijos f(z) nuliu.

* Sakoma, kad funkcija f(z) taske z = oo turi k eilés nulj, jei reguliariosios
dalies koeficientaic,=c_ =..=c =0, irc #0.

79



Ypatingasis taskas z = «

« Kai Lorano eiluteés pagrindine dalis turi tik baigtinj nariy skaiciy, ir ¢ # 0,

€. = Cup = - = 0, tai sakoma, kad taskas z = o yra funkcijos f(z) k eilés
polius. Tokiu atveju lim f(z)=o0.
* Be to,

limz * f(z) = c_, #0,

Z— 00

ir f(z) galima iSreiksti kaip flz)= P (z)
==,

z

¢ia @(z) - analiziné tasko z = « aplinkoje funkcija ir

limp(z) = ¢ ,#0.

Z— 00

* Jei pagrindiné Lorano eilutés dalis turi be galo daug nariu, tai taskas z = «
vadinamas esmingai ypatinguoju tasku. Riba ]jy f(z) neegzistuoja.

Z — 00

80



Reziduumai

« Tarkime, kad z = z, yra funkcijos f(z) izoliuotasis ypatingasis taskas.

ISskleiskime funkcijg Lorano eilute Sio tasko pradurtoje aplinkoje
0 <|z-z|<r:

00 00
)=2. ¢, (z=2,)" Z
=Z

n=0

zo)

 Lorano eiluteés koeficientas ¢, vadinamas funkcijos f{z) reziduumu taske
z = z,, ir Zymimas

¢ =Resf(z).

z=z,
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Reziduumai

* Kadangi Lorano eilutés koeficinetai skai¢iuojami pagal formule

§ f ne’z,

7’1

2Trz

tai reziduumo iSraiska yra

Res f(z)= 1

=z, 211

95f<z>dz,-

¢ia y gali bati ne tik bet kuris apskritimas |z - z,| = 0 < r, bet ir uzdaroji
kreive, ribojanti sritj, kuriai priklauso taskas z = z, ir kurioje néra kity
funkcijos f(z) ypatinguju tasky.
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Reziduumai

« Jei taskas z = z, néra funkcijos f(z) ypatingasis taskas, tai integralas lygus
nuliui, ir funkcijos rezuduumas taske z = z, lygus nuliui.

« Jei taskas z = z, yra funkcijos f(z) pasSalinamasis ypatingasis taskas, tai
Lorano eiluté neturi pagrindinés dalies ir rezuduumas taske z = z, lygus
nuliui.

* Taigi reziduumus reikia skaiciuoti tik poliuje ir esmingai ypatingajame
taske.

« Jei taskas z = z, yra funkcijos f(z) pirmosios eilés polius, tai

flz)=—

Z—Z

(C_1+CO(Z—ZO)-|-61(Z—ZO>2—|—...)

1r

c, = R=esf(z) = lim(z—zo)f(z).
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Reziduumai

« Jei taskas z = z, yra funkcijos f(z) k eilés polius, tai reziduuma galima

skaiciuoti taip:

Resf(z) = Gy lim ==

* Dar viena formulé reziduumui pirmosios eilés poliuje skaic¢iuoti. Tarkime,
kad f(z) = 9(2) / w(2), kai ¢(z,) # 0, y(z,) = 0, y'(z,) # 0. Tada

c , = lim(z—z,) P =

o, w(z)—w(zy) w'(z,)
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Pagrindiné reziduumy teorema

* Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné srityje D, iSskyrus baigtinj skaiciuy
izoliuotyjy ypatingyjy tasky z,, z,, ..., z . Uzdaroji kreivé L riboja sritj Q2 i8 D, f{(z)
yra analiziné kreivés L taskuose ir visi taskai z,, z,, ..., z priklauso 2.
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Pagrindiné reziduumy teorema
* Tada

@f )dz = 21TlZR€Sf (z).

j=1 z=z;

* [rodymas. Parinkime r > 0 tokj, kad visi skrituliai |z - z,| <r buty srityje €.
Pazymeje O, apskritimus |z - z| = r , pagal Kosi integraline teorema
daugiajungei sriciai gauname

Pritaike formule 1

Res f (z)=

2=z, 27T1 %

gauname teoremos teiginj.
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Reziduumas be galo nutolusiame taske

* Tarkime, kad be galo nutolusio tasko z = « aplinkoje funkcija f(z) iSskleista
Lorano eilute

f<z>=Z CZ;+Z ¢ 2"

n=1

* Sios Lorano eilutés pirmoji dalis vadinama reguliarigia dalimi, o antroji
dalis (turinti teigiamuosius laipsnius) - vadinama pagrindine dalimi.

* Funkcijos f(z) reziduumu be galo nutolusiame taske z = © vadinamas Lorano
eilutés reguliariosios dalies koeficientas c,, paimtas su prieSingu zenklu:

Res f(z)=—c_,.

Z=00
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Reziduumas be galo nutolusiame taske

* Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné visoje kompleksinéje plokstumoje,
iSskyrus baigtinj skaiciy izoliuotyjy ypatingyjy tasky z,, z,, ..., z . Parinkime R>0
tokj, kad visi | z, | < R. Tada, pazyméje L apskritima |z|= R, gauname, kad

@f )dz = 27TlZR€Sf (z).

j=1 z=z;
* Apeidami kreive L neigiamaja kryptimi, turime

gﬁf z=2T1iRes f(z).

Z =00

* Sudéje formulés, kairé¢je puséje gausime nulj. Taigi jrodyta tokia teorema:

* Jei funkcija f(z) yra analiziné iSpléstinéje kompleksingje plokStumoje, iSskyrus
baigtinj skaiciy izoliuotyjy ypatinguju tasky z, z,, ... , z, tai visy reziduumy
suma lygi nuliui:

D Res f(z)+Res f(z)=

j=1 z=z; Z=00
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Trigonometriniy reiskiniy integravimas
* Tarkime, kad R(u,v) yra racionalioji funkcija. Realiojo kintamoje integrale

2T

f R(sint,cost)dt

0
jveskime naujg kintamaji z = ¢". Tuomet

it —it ~1 it | —it ~1
: e —e z—2Z e +e z+z dz
sint = = , cost= = , dt=—
21 21 2 2

12

* Kai 0 £t <2, parametriné lygtis z = ¢ reiskia apskrituma |z | = 1. Taigi

=z z—z ' z4+z '\dz
fR(sint,cost)dt= ¢ R — — .
) . 27 2 [ Z
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Racionaliyjy funkcijy netiesioginiai integralai

» Tarkime, kad P (x) yra n laipsnio daugianaris su realiaisiais koeficientais, o
Q,,(x) - 2m laipsnio daugianaris su realiaisiais koeficientais. Be to, 2m - n 2 2 ir

lygties Q, (x) = 0 visos Saknys z, z,, ..., z, turi nenuline menamajg dalj. Tokiy

2

atvejy, kai skaicius z; yra Saknis, jo kompleksinis jungtinis skaicius irgi yra

lygties Q, (x) =0 Saknis. Skaiius z; = a +1i , sunumeruokime taip:
zy=e,+ipy,  z,.,=x—ip;, pB,>0;

Z,=0 By,  z,.,=0—iB,, B,>0;
z =x,+iB, , =z, =« —iB , B, >0.

« Pazymékime f(z) = P (x) / Q,, (x) ir jrodykime formule

o0

f f(x)dx=21TiZm:ReSf(z).

—o0 j:l z=z;
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Racionaliyjy funkcijy netiesioginiai integralai

o Parinkime R>0 tokj, kad visi |z]. | < R. Pazymékime L, apskritimo [z|= R
virsutine dalj. Tuomet uzdaroji kreivé L yra pusapskritimio L, ir atkarpos [-R; K]

sgjunga:
VA -
()
##_,*" . Hﬂ“
R
".
. T W i
i B é, R
L . _‘- |. | 4
_R # 2 O L ] R X

Zm+1 Zm -i-il Zm+3
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Racionaliyjy funkcijy netiesioginiai integralai

IS pagrindinés reziduumq teoremos gauname:

¢f dz—ff x—I—ff )dz= 27TlZR€Sf z).

=] z=z

Kai |z|=R, taiis salygos 2m - n 22 gauname, kad egzistuoja tokia C > 0, kad

fF(o)emm <SS

<—=—.
ZZm— |Z|2 RZ

Pritaikome integralo jvertinimo formule:

<—1TR—7T—C.

z)dz

Peréje prie ribos, kai R — o, gauname formule

ff )dx= 27TlZR€Sf z). o

J 1 z= Z



Zordano lema

* Tarkime, kad funkcija f(z) yra analiziné pusplokstuméje Im z = 0, iSskyrus
baigtinj ypatingyju tasky skaiciy. Jei L, - apskritimo |z|= R virSutiné dalis ir

lim M ,=lim max|f(z)|=0,
R— R—x z€L,

tai

lim | f(z)e"dz=0.

R——)OO LR

* [rodymas. Integrale darome keitinj z =R €. Gauname

J‘f< ztzdz_ff ch ztR(COS(p-I—zsm(p Rel(Pd(P—

T
z —Rtsm it Rcosp+i
J"f <p ? o Q+ip Rd(p

0
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Zordano lema

* Pastebeje, kad teisinga nelygybeé sin ¢ = 2¢/m, kai 0 < ¢ < 7/2, jvertiname
integrala:

ff(z)e”zdz < RMRfe_RZSincpdcp =,
L, 0

3 2
=2RM, [ """ dp < 2RM, [e ™ do=.
0 0

* Lema jrodyta.
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Trigonometriniy funkcijy netiesioginiai integralai

* Tarkime, kad funkcijai f(z) galioja Zordano lemos salygos.
« Pazymeéje L =L, U [-R; R], kai R — o0, gauname lygybe

f f(z)e dz=2mi i Res(f(z) eitz)

L ]=1 Z=Zj
arba

ff(z)e”zderf f(x)e“dx=2mi) Res(f(z) e”z);

Ly j=172%2,

¢ia z, z,, ..., z, - funkcijos f(z) ypatingieji taskai, kuriy Im z_> 0. Taigi, kai R —oo,
ir t > 0, i§ Zordano lemos gauname:

Tf(x)e”xdx=2rrizm: Res(f(z)e”z).

j=1 2=z,
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Trigonometriniy funkcijy netiesioginiai integralai

* Pritaike Eulerio formules, gauname dvi lygybes:

ff Jcostxdx = R 27TiiR€S(f<Z)€itz) .
j=1 7=z,

ff )sintxdx = 3 21TiiReS(f(z)e”Z)).
j=12=%;

* Kai funkcija f(z) yra lyginé, antras integralas lygus nuliui, o pirma formule
galima uzraSyti taip:

ff(x)costxdx = R

0

* Kai funkcija f(z) yra nelyginé, gauname formule

[ rtosinear = (mzReS( ))

j=1 z=z
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